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PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang Masalah
Menurut Boyce dan DiPrima [4], persamaan diferensial Sturm-Liouville
sudah diperkenalkan sejak tahun 1836 oleh J.C.F. Sturm dan J. Liouville. Masih
menurut Boyce dan DiPrima [4], persamaan diferensial Sturm-Liouville adalah
persamaan diferensial berorde dua yang didenisikan sebagai
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(p(x)
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) + q(x)y(x) = r(x)y(x); x 2 [a; b] (1.1)
dengan p(x); p0(x); q(x); r(x) fungsi real kontinu, dan p(x); r(x) > 0 pada interval
[a; b]. Nilai eigen adalah nilai  yang menyebabkan persamaan (1.1) memiliki pe-
nyelesaian tidak tunggal (y(x) 6= 0) sedangkan fungsi eigen adalah penyelesaian
yang bersesuaian dengan nilai eigen  yang diperoleh dari persamaan (1.1) terse-
but dan r(x) disebut fungsi bobot. Masalah Sturm-Liouville adalah persamaan
diferensial Sturm-Liouville (1.1) yang dilengkapi dengan syarat batas homogen di
titik ujung a dan b yaitu
c1y(a) + d1y
0(a) = 0; c2y(b) + d2y0(b) = 0 (1.2)
dengan c1; c2; d1; d2 merupakan konstanta real yang memenuhi c
2
i+d
2
i > 0; i = 1; 2:
Menurut Pinchover dan Rubinstein [11], masalah nilai eigen pada persa-
maan (1.1)-(1.2) disebut masalah Sturm-Liouville reguler. Jika salah satu fungsi
p atau r hilang pada minimal satu titik batas atau diskontinu di titik tersebut,
atau jika masalah ini terdenisi pada interval tak terhingga maka disebut sebagai
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masalah Sturm-Liouville singular yang dapat dituliskan sebagai
  d
dx
(x
dy
dx
)  y
2
x
y(x) = xy(x); x 2 (0; a)
y(a) = 0; jy(0)j <1
dengan p(x) = r(x) = x; q(x) =  y2=x. Selain reguler dan singular juga terdapat
masalah Sturm-Lioville periodik yaitu persamaan diferensial (1.1) yang dilengkapi
dengan syarat batas
y(a) = y(b); y0(a) = y0(b):
Masalah Sturm-Liouville dapat diterapkan pada banyak hal, seperti sains,
teknik, dan matematika. Salah satu penerapannya yaitu pada masalah gelom-
bang pada getaran dawai elastis. Masalah gelombang terdiri dari persamaan
diferensial parsial linear homogen yang dilengkapi syarat batas homogen. Meto-
de separasi variabel dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial
parsial tersebut, sehingga diperoleh persamaan diferensial y00+y = 0, dan syarat
batas homogen. Persamaan diferensial y00 + y = 0 yang dilengkapi syarat batas
homogen ini disebut masalah Sturm-Liouville. Pada bidang matematika, bebera-
pa persamaan diferensial seperti persamaan Bessel, Hermitte, Jacobi, Legendre
dapat ditransformasikan ke bentuk persamaan Sturm-Liouville.
Kalkulus fraksional adalah teori tentang integral dan turunan fraksional.
Menurut Podlubny [12], integral dan turunan fraksional adalah integral dan tu-
runan dengan orde sembarang (fraksional). Kalkulus fraksional ini pertama kali
muncul pada tahun 1695 ketika L'hopital mengirim surat kepada Leibniz. Pada
surat tersebut L'hopital bertanya tentang hal yang terjadi apabila diberikan n = 1
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pada d
nf
dx
. Kemudian Leibniz menjawab bahwa kelihatannya hal itu melanggar
aturan, namun suatu saat nanti pasti kegunaannya dapat dijelaskan. Setelah itu,
kalkulus fraksional menjadi cabang ilmu yang paling banyak diteliti oleh banyak
ilmuwan matematika. Akhirnya setelah dua abad berlalu, Riemann-Liouville,
Grundwall, dan Caputo dapat mendenisikan integral dan turunan fraksional.
Menurut Podlubny[12], banyak permasalahan dalam bidang sains, seperti
viskoelastisitas, mekanika uida, kimia, teori kontrol, biologi yang telah berhasil
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dimodelkan dengan baik menggunakan turunan berorde fraksional. Hal ini dika-
renakan model real dari suatu peristiwa sis tidak hanya bergantung pada waktu
tertentu saja, melainkan juga pada waktu-waktu sebelumnya. Oleh karena itu
para ilmuwan seperti Weilbeer [15], Arikoglu dan Ozkol [1], Dalir dan Bashour
[5] tertarik mengembangkan operator integral dan turunan berorde fraksional,
persamaan diferensal fraksional, aplikasi serta penyelesaiannya.
Persamaan diferensial fraksional dapat diaplikasikan pada sika, biologi,
dan teknik. Salah satu aplikasi persamaan diferensial fraksional adalah pada
persamaan difusi gelombang fraksional. Persamaan difusi gelombang fraksional
adalah persamaan diferensial linear homogen yang diperoleh dari persamaan difu-
si gelombang klasik dengan turunan orde dua diubah menjadi turunan orde frak-
sional . Persamaan difusi gelombang fraksional ini dapat diselesaikan dengan
menggunakan metode separasi variabel sehingga diperoleh persamaan diferensial
fraksional Sturm-Liouville.
Menurut Darzi dan Neamaty [10], persamaan diferensial fraksional Sturm-
Liouville adalah persamaan diferensial biasa dengan turunan berorde dua diganti
menjadi turunan orde fraksional  yaitu
D(p(x)
dy
dx
) + q(x)y(x) = r(x)y(x); 0 <   1; x 2 (a; b) (1.3)
dengan p(x); r(x) > 0 8x 2 [a; b], fungsi p(x); q(x), dan r(x) kontinu dalam
interval [a; b]; r(x) merupakan fungsi bobot, dan D operator diferensial fraksio-
nal berorde . Nilai  disebut nilai eigen. Penyelesaian y(x) yang bersesuaian
dengan nilai  disebut fungsi eigen. Masalah dalam menentukan nilai  sehingga
persamaan (1.3) dan (1.2) mempunyai penyelesaian tidak tunggal disebut sebagai
masalah Sturm-Liouville.
Klimek dan Agrawal [9] melakukan penelitian masalah Sturm-Liouville re-
guler pada 2012 dan membuktikan bahwa nilai eigen masalah tersebut adalah
real dan fungsi eigennya ortogonal. Pada tahun 2013 Rivero et al. [13] telah me-
lakukan penelitian tentang pendekatan fraksional untuk masalah Sturm-Liouville
reguler. Rivero et al. [13] telah membuktikan bahwa pada kasus fraksional, fung-
si eigennya ortogonal dan nilai eigennya real dan sederhana. Selanjutnya pada
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tahun yang sama, Zayernouri dan Karniadakis [16] telah melakukan penelitian
telah melakukan penelitian untuk masalah Sturm-Liouville reguler dan masalah
Sturm-Liouville singular. Zayernouri dan Karniadakis [16] telah membuktikan
bahwa untuk masalah Sturm-Liouville reguler maupun singular mempunyai nilai
eigen real, fungsi eigen ortogonal, dan keanalitikan fungsi eigen sebagai fungsi
nonpolinomial yang didenisikan sebagai Jacobi polifraktonomial. Pada tahun
2015, Bensidhoum dan Dib [3] telah melakukan penelitian pada masalah Sturm-
Liouville reguler. Bensidhoum dan Dib [3] telah membuktikan bahwa masalah
Sturm-Liouville reguler memiliki barisan tak hingga nilai eigen yang bernilai real
serta fungsi eigen yang bersesuaian membentuk sistem ortonormal yang lengkap
pada ruang Hilbert L2r[a; b]. Dari keempat penelitian sebelumnya belum ada yang
membahas tentang masalah Sturm-Liouville fraksional periodik.
1.2 Perumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan dapat ditentukan rumusan
masalah yaitu bagaimana sifat-sifat selft-adjoint, nilai eigen, fungsi eigen, dan
simpleness dari masalah Sturm-Liouville fraksional periodik serta ilustrasi dari
keempat sifat tersebut.
1.3 Tujuan
Penelitian ini bertujuan untuk menyelidiki sifat-sifat selft-adjoint, nilai
eigen, fungsi eigen, dan simpleness dari masalah Sturm-Liouville fraksional peri-
odik serta mengilustrasikan keempat sifat tersebut.
1.4 Manfaat
Penelitian ini secara teoritis diharapkan dapat memberikan pengetahu-
an tentang sifat-sifat selft-adjoint, nilai eigen, fungsi eigen, dan simpleness dari
masalah Sturm-Liouville fraksional periodik, sehingga dapat digunakan untuk
menggeneralisasi sifat-sifat pada masalah Sturm-Liouville periodik biasa. Secara
praktis, penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai pertimbangan dalam
menyelesaikan masalah di bidang sains salah satunya yaitu masalah gelombang.
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